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RESUMEN

Este trabajo considera el problema de construir una solucién analitica de la ecuacién de Ri-
chards, la cual modela el flujo de una fase liquida a través de un medio poroso parcialmente
saturado. Basado en su novedad se aplic6 el Método de Anélisis Homotdpico (o HAM, por sus
siglas en inglés), el cual ha mostrado ser superior a las técnicas de perturbacién tradicionales en
el sentido de que no depende de hipétesis sobre pardmetros de pequeiia magnitud. Ademads, ha
resultado ser muy versatil para resolver problemas con fuertes no linealidades para los cuales
s6lo se disponia de soluciones numéricas. En esta investigacion se evalda la aplicabilidad del
método HAM a la ecuacién de Richards, se generalizan resultados previamente publicados, y
se formulan problemas abiertos. Concluimos que las principales dificultades de la aplicacién de
esta técnica analitica tienen que ver mas con sus vacios tedricos que aun persisten, que con la
ecuacion en si misma, generdndose de este modo un nuevo campo de investigacion.

1. INTRODUCCION

Una de las técnicas analiticas contempordneas mds novedosas para resolver ecuaciones dife-
renciales parciales no lineales es el Método de Andlisis Homotépico (0 HAM de Homotopy
Analysis Method) propuesto por el profesor S.J.Liao en una serie de trabajos ya fundamentales,
tales como [1] y [2].

El objetivo de la investigacion informada en este articulo fue evaluar la aplicabilidad del método
HAM a la clésica ecuacién de Richards [4] pues, seglin nuestro mejor saber, el tnico articulo
publicado al respecto es [3]. Para tal efecto, efectuamos un andlisis critico de [3], generalizamos
su propuesta aplicando el método HAM a una version fisicamente mds realista de la ecuacién
de Richards basada en las familias paramétricas de Brooks-Corey [4], y formulamos problemas
aun abiertos con miras a futuras investigaciones.

La estructura de este trabajo es la siguiente: en la seccion 2 se presenta la ecuacion de Richards
vinculada al metodo HAM. En la seccién 3 se formula el método HAM en su aplicacién a la
ecuacion de Richards. En la seccidn 4 se exponen los resultados funcionales y computacionales.
En la seccién 5 se hace la discusién de los resultados, finalizando con las conclusiones en la
seccion 6.
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2. ECUACION DE RICHARDS

El transporte de aguas subterrdneas en medios porosos no saturados estd gobernado por la ley
de conservacion (cf. [4])

d20
29 . v.q = 0 (1)

ot
q = —K(0)V(y(0)+x3), (2)

donde 6(x,7) es el contenido de humedad volumétrico local con x = (x1,x2,x3), q es el flujo
dado por la ley de Darcy, K(0) es la conductividad del suelo, y y(0) es el potencial de hu-
medad. Para flujos esencialmente unidireccionales, la aproximacién de Dupuit [4] puede ser
utilizada para aproximar la ecuacion (1)-(2) para flujos inclinados un dngulo & con respecto de
la horizontal por

26 d d a0
— —sina=—K(0) = =—(D(0)=— 3
o o5 K0 =505, ®
donde z es medido a lo largo de la direccion de infiltracién, y D(6) = K(0) %’. Para problemas
de infiltracién vertical podemos hacer @ = —m/2 en (3), con lo cual el flujo de agua queda
descrito por la ecuacién de Richards
a6 d d a0
—+=—K(0) = =—(D(6)=— 4
o 2K(6) = 2-(D(6)5), @)

donde z es positivo hacia abajo en la columna vertical de suelo, en este caso y en todo lo que
sigue.

El problema de resolver la ecuacién (4) ha despertado un gran interés desde hace varias décadas,
prueba de lo cual es la enorme cantidad de articulos publicados al respecto en donde se abordan
soluciones analiticas y numéricas (cf. [5], por ejemplo). Una de las razones que explican este
interés es la fuerte no linealidad provocada por las funciones K(0) y D(6), de tal modo que
cualquier técnica de solucién debe asumir alguna regularidad, o expresiones particulares para
estas funciones. En esta investigacion, y con la finalidad de aplicar el metodo HAM, utilizamos
las siguientes expresiones funcionales propuestas en [3], [6], y [7]:

K(6) = Kob", (5)

D(6) =Dy(m+1)6™, (6)
endonde, k > 1,m > 0, Ky > 0,y Dg > 0. Reemplazando (5) y (6) en (4) se obtiene

L 00 9%6

— 4+ 0"— ——=0

FTAAP F F

luego de asignar m =0, Dy = 1, Ky = 1/k, con n := k — 1, para efectos de esta investigacion.
Se sabe, a partir de [3], [7], y [8] que la ecuacién (7) posee las siguientes soluciones analiticas
evaluadas ent = 0:

(7

0(z,0) = (1+tanh(—z/4))/2, (8)
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6(z,0) = \/(1 +tanh(—z/3))/2, 9)

para n = 1 y n = 2, respectivamente. En la siguiente seccion la funcion (9) sera utilizada por
el método HAM, el cual serd aplicado a la ecuacién (7) con n = 2. Luego, en la seccion 4.2,
se aplica el método HAM a una version mas general que (7) la cual consiste en (4) con Dy K
calculadas segtin las funciones de Brooks-Corey (cf. [4]).

3. METODO DE ANALISIS HOMOTOPICO

En esta seccién se presentan las ideas fundamentales del método HAM segtin se hace en [2],
utilizando la ecuacién (7) como ejemplo. En general, el método HAM requiere la definicion del
operador de homotopia H como

H(0):= (1—q)L(6 —6p) —ghN(6), (10)

en donde, g € [0, 1] es el pardmetro de homotopia, 4 es el pardmetro de convergencia, L(0) = 6,
es un operador lineal auxiliar, Oy es una aproximacién de la solucién exacta de la ecuacién (7),
y N es un operador no lineal, que para (7) se puede definir como N(6) = L(0)+ 6"6, — 6., (cf.
[3]). A partir de H se define una nueva ecuacién, denominada ecuacion de deformacion de orden
cero, que consiste en determinar 0(z,7;q) tal que H(6(z,t;q)) = 0, en donde explicitamente se
indica la dependencia de la solucion del pardimetro g. En efecto, note que si ¢ = 0, entonces,
H(0(z,1;0)) =0ssi 0(z,t;0) = 6y(z,),y sig =1, entonces, H(0(z,1;1)) =0ssi N(6(z,1;1)) =
0, esto es, la homotopia H deforma la aproximacion 6y(z,¢) en la solucién exacta 6(z,;1) de
la ecuacién (7) 6 N(0) = 0, en general. El método HAM supone la existencia del desarrollo en
serie de Taylor de la funcién 6(z,t;¢) en torno de ¢ = 0, esto es,

0(z,1:9) = 60(z,1) + Y, On(z,2)g™, (11)
m=1
en donde 6,,(z,1) := Djy(0), y Dp(u) := # . %}f@ﬂ”qzo, para m = 1,2,.., es la derivada-

homotopica de orden m, siendo u una funcidn suficientemente diferenciable. En este sentido el
rol del pardmetro de convergencia h es asegurar que el radio de convergencia de la serie (11) sea
mayor o igual a 1, de tal modo que la serie sea convergente en g = 1, y de este modo la funcion

0(z,1;1) = 6y(z,1) + Z O (z,1) (12)

m=1
sea la solucién analitica de la ecuacién (7), 6 N(8) = 0, en general. Los términos 6,,, con
m=1,2,... se calculan a partir de la relacidn recursiva, denominada ecuacion de deformacion
de orden m (ver Capitulo 4 de [2] para ésta y otras propiedades similares)
L(em_Xmemfl) :hRmfla (13)

endonde, 3, =0,sim <1,y yu=1,sim > 1,y Ry_1 := Dy_1(N(0)). En particular, para la
ecuacion (7), el factor R,,_ estd dado por
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aeml m]l 00y  9%6,_,

Rin-1 Z b1k — 5 (14)

sin=1,y por

36,1 "l 6, 926,
1+26m1k29klazl Tzl (15)

si n = 2. Note que la relacién recursiva (13) corresponde a un conjunto infinito de problemas
lineales, lo cual muestra una de las caracteristicas esenciales del método HAM, la cual consiste
en transformar un problema fuertemente no lineal, como (7), en un conjunto infinito de pro-
blemas lineales, tal como (13). Finalmente, mencionar que en todo lo que sigue denominamos
solucion pseudo-exacta a la funcidn que se obtiene luego de truncar la serie (12), esto es, para
m=0,1,2,...,

Rmfl -

6(z,1) = O0(z,1) + 01 (z,1) + ... + O(2,1). (16)

Finalmente, se informa que en este reporte, en razén de su extension, no se incluye la discusién
de cémo el método HAM incorpora la condicién inicial y las condiciones de frontera que usual-
mente acompafian toda ecuacidn diferencial parcial evolutiva. Nuestras conclusiones no estan
condicionadas por esta omision.

4. RESULTADOS

En esta seccidn se aplica el método HAM descrito en la seccion anterior, para obtener una
solucién analitica de la ecuacién de Richards (4), en su version simplificada dada por (7) con
n = 2. Se determina el conjunto de valores admisibles del pardmetro de convergencia h, y se
presentan graficas de la solucién pseudo-exacta (16).

4.1. Caso n =2 en ecuacion (7)

Como aproximacion inicial 8y se utilizé la funcion (9). Por otro lado los términos 6,,, m =
1,2, ..., de la serie (12) se calculan utilizando (13) con (15), segtin se detalla a continuacién
Param = 1:

L[6;—0-6))=h-R;

Lo =h- { g -
28 2200 26,
91_/0;1[(% 63 a—zz}dt

Para m = 2:
L[6,—1-6]]=h-Ry

L) 96y 00, 9%6
L[92—01] =h- [a_l +26,6)— 77 9(% 8; YZI]
! 06, 26y 2891 926
92—/0 h- [8_+26190 Iz + 6 FET dt + 6,
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Para m = 3:
L[6;—1-6]=h-R3

36, 96, 00 9290 200 96,
[a 2016052 +26:0052 + 6752 + 6552 — -

93:/;1 [aez 26, 890+92890+92892 3’6,

L[6;— 6] =h

20,6 26,6 — dt+6
5 201607 + 2620052 + 67 2+ 6 aZZ] o

Por ejemplo, utilizando un programa idoneo se obtiene para 6; (por razones de espacio no se
presentan expresiones similares para 6,,,m = 2,3,...)

0, (z,t) = h[0,5(2 —2tanh(0,33z))"/%(—0,083 + 0,083 tanh(0,33z)?)]
0,125(—0,66 40,66 tanh(0,33z)*)*  0,33tanh(0,33z)(0,33 —0,33tanh(0,33z)?)

t.
(2 —2tanh(0,33z))3/2 (2—2tanh(0,33z))!/2 |

En las figuras 1 y 2 se presentan las denominadas Curvas-h, esto es, 89’" (z,t) versus h, para

m=3,4,5,6. En la figura 1 la evaluacién se hace en (z,7) = (0,0), mlentras que en la figura 2
se evalda en (z,¢) = (5,0). El intervalo en que las curvas coindicen corresponde a los valores
de h en que la serie es convergente (cf. [2] y [3] para su justificacién). En particular, h = —1
aparece como un valor idéneo para que la serie (11) sea convergente en g = 1.

0.10 7
0.08 1

0.06 1

0_1(0,0)

711
[—eo3-- 04——65—"—66|

Figura 1: Curvas-h para n = 2: (6,,),(0,0) versus h, param = 3,4,5,6.
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Figura 2: Curvas-h para n = 2: (6,,),(5,0) versus h, param = 3,4,5,6.

La figura 3 ilustra la solucién pseudo-exacta (16) de la ecuacién (7), con n = 2, para m =
3,4,5,6,z=1,yt€[-10,10],

-10 -5 0 5 10

t
[—eo3:---- 04——65—-—66|
Figura 3: Solucién pseudo-exactaconn=2,z=1,yh=—1.

La figura 4 ilustra parcialmente la evolucion en el tiempo de la solucién pseudo-exacta (16) de
la ecuacion (7), conn =2y m =6,
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Figura 4: Solucién pseudo-exactaconn=2,r=1,2,3,4,z€[0,20] y h = —1.

4.2. Generalizacion a Brooks-Corey

Para las familias paramétricas de Brooks-Corey, segin [4] y [9], las funciones K(6) y D(0) en
(4) estan dadas por

2

K(0) = K,[S.(6)]>"7 (17)

D(6) = Di[S.(6)>FF, (18)

con K; conductividad hidraulica de saturacién, S, = (6 — 6,)/(6s; — 6,) saturacion efectiva, 6,
humedad residual, 6, humedad de saturacion, Dy = [K;pp|/[A (65— 6,)], pp presion de burbujeo,
y A indice de distribucién del tamafio de poro. Los pardmetros p;, y A caracterizan las funciones
de Brooks-Corey. Usualmente, A fluctia entre 0.2 (tamafo de grano uniforme) y 3.0 (tamafio de
grano hererogéneo), siendo A = 2 un valor de referencia intermedio (Fuente: [9]). Por otro lado,
Pp s la minima presion de capilaridad requerida para desplazar la fase liquida. Reemplazando
(17) y (18) en (4), y multiplicando por (8; — 6,)!, se obtiene una version alternativa a la
ecuacion de Richards basada en las funciones de Brooks-Corey

347 344
S, 9S, % 9%, %
— +a —b =0, (19)
ot dz 072
cona=K;/(6—6,) yb=D;/(3+1/1). Note que las funciones (5) y (6) son versiones al-
gebraicamente muy simplicadas de (17) y (18) con la correspondiente pérdida de significado
fisico. El origen de (5) y (6) es de tipo matemadtico, y no fisico, queriendo representar un com-
portamiento asintético para valores muy pequefios de 8, segin [6]. Para resolver analiticamente
la ecuacién (19) a través del método HAM se utiliza el mismo operador de homotopia H defini-

84



do en (10), el mismo operador lineal L, siendo la tinica diferencia el operador no lineal N, que
para la ecuacién (19) se puede definir como

N(8) = L(8)+a-(6°7%),—b-(6777),, (20)

en donde, sin pérdida de generalidad, se ha asumido que 6; = 1 y 6, = 0. Note que a no depende
de pp, ni de A, mientras que b si depende funcionalmente de p;, y A, lo cual implica que cual-
quier simplificacién, del operador N definido en (20), en sus derivadas respecto de z, afectard
el comportamiento del coeficiente b = b(pp,A). Se debe tener presente que el procedimiento
descrito en la seccién 4.1 se aplica tal cual, y que el cdlculo de R,,_; a partir de (13) requiere el
uso de féormulas adaptadas al hecho de que las potencias 3 + % y3+ }]E en (20) no son nimeros
enteros.

5. DISCUSION Y PROBLEMAS ABIERTOS

Las funciones (5) y (6), introducidas en [6], son aproximaciones asintéticas validas para valores
pequeios de 6. Por lo tanto su uso en [3], en reemplazo de funciones basadas en datos experi-
mentales, tales como Brooks-Corey, van Genuchten, u otras, aparece como una simplificacién
excesiva. Por tal motivo, en este trabajo, se propone y formula la aplicacién del método HAM
a la ecuacién (19) basada en las funciones de Brooks-Corey (17) y (18), y sin ningin tipo de
simplificacion. Un primer problema abierto, por tanto, consiste en formular el método HAM
con otras familias paramétricas, o definitivamente, con otras funciones arbitrarias asumiendo
una regularidad razonable.

Otro aspecto tiene que ver con la eleccién de la funcién de aproximacién inicial 8y presente
en (10), para lo cual el método HAM no proporciona un criterio objetivo. Una estrategia es
utilizar una funcién definida a partir de la solucién analitica proveniente de otra técnica, lo
cual corresponde a lo realizado en [3]. Un inconveniente con esto es la eventual necesidad de
sobresimplificar la ecuacién a resolver con tal de obtener dicha solucién analitica. Un segundo
problema abierto, por tanto, consiste en construir 6y a partir de algin método numérico idéneo
que, como se sabe, son menos restrictivos que los métodos analiticos.

En general, otro aspecto critico asociado a la aplicacién del método HAM es el respectivo
andlisis de la convergencia, en base al comportamiento del pardmetro 4, y la estimacién del
error asociado a la solucién pseudo-exacta que surge al truncar la serie (12). Por una lado,
la convergencia se trata detalladamente en [2], por ejemplo. Sin embargo, un tercer problema
abierto que formulamos en este trabajo, consiste en estimar el error de truncamiento asociado
a la solucién pseudo-exacta. En efecto, en base a nuestro mejor saber, no existen resultados
analiticos o numéricos al respecto, esto es, para la aplicacién del método HAM a la solucion
analitica de la ecuacion de Richards.

6. CONCLUSIONES

El método HAM es eficaz en resolver analiticamente ecuaciones diferenciales parciales no li-
neales, que tradicionalmente han sido resueltas casi exclusivamente con métodos numéricos.
En sus fundamentos explota la operacion topolégica de deformar una funcién, utilizando una
homotopia adecuada, en otra funcién que resulta ser la solucién de una ecuacién dada. Para tal
efecto, transforma una ecuacion no lineal en una sucesion infinita de ecuaciones lineales con
solucién analitica conocida.
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En este trabajo se ha aplicado el método HAM para calcular una solucién analitica de la clasica
ecuacion de Richards identificando las potencialidades y dificultades de la técnica, y formulando
problemas abiertos relacionados cuyos avances esperamos informar en futuros reportes.
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